Test, dzien pierwszy, grupa mlodsza
1. Zalézmy, ze x,y # 0 spelniaja rownanie = + % =y+ % Wowezas:

......... iloczyn xy moze by¢ wiekszy od 1,
......... iloczyn zy moze byé¢ wiekszy od v/2,
......... iloczyn xy moze by¢ wigkszy od 2.
Iloczyn ten wynosi dokladnie 2. Istotnie, mnozac stronami przez xy dostajemy z?y 42y = xy? + 2z,
a zatem zy(x — y) = 2(z — y). Skoro x — y # 0, to xy = 2.
e TAK,
e TAK,

o NIE.

2. Pewien miesiac ma 31 dni. W miesiacu tym poniedziatek i sSroda wypadaja tyle samo razy. Wowczas:

......... miesigc ten moze zaczaé sie we wtorek lub w czwartek
......... miesiac ten musi sie zacza¢ w poniedzialek, wtorek lub srode

......... poniedziatek moze wypasé 3., 6. lub 7 dnia miesiaca.

Jeden z pierwszych siedmiu dni miesigca musi by¢ poniedziatkiem. Jesli poniedziatek jest pierwszym,
drugim lub trzecim dniem miesiaca, to w miesiacu tym mamy 5 poniedziatkéw w dniach: (1-3, 8-10,
15-17, 22-24, 29-31). Aby takze $réd bylo takze pie¢ w miesiacu potrzeba, aby miesiac zaczynal
sie w poniedziatek. Dostajemy wiec jeden sprzyjajacy uktad: gdy poniedzialek wypada pierwszego
dnia miesiaca. Zalézmy wiec, ze w miesiagcu mamy cztery poniedziatki. Wowczas pierwszy z nich
nie wypada wczesniej niz 4 dnia tego miesiaca. W ten sposéb dostajemy dwa sprzyjajace uklady
poniedziatkéw: 4, 11, 18, 25, gdzie srody sa 6, 13, 20, 27 oraz uklad 5, 12, 19, 26, gdzie $rody sa
7, 14, 21, 28. Poniedzialek nie moze wypas¢ 6 ani 7 dnia miesigca, poniewaz wéwczas w miesiacu
takim bedzie pie¢ $réd, a tylko cztery poniedzialki. Zatem istniejg trzy dni tygodnia, ktére moga

rozpoczynaé¢ 31-dniowy miesiac z jednakowa ilosScia poniedziatkéw i érod.

o TAK, miesiac moze zaczaé si¢ w czwartek
e NIE, miesiac ten nie moze zaczaé sie we wtorek
e NIE, poniedzialek nie moze wypaé¢ 6. dnia miesigca.

3. Odcinek AB jest jednoczesnie: srednicg okregu S o promieniu 1 oraz bokiem tréjkata réwnobocznego

ABC'. Zalézmy, ze okrag S przecina odcinek AC w punkcie D. Wowczas:

......... |BD| > /3/2

......... |BD| = /3/2



Kat £LABD ma miare 90°. Zatem tréjkat ABC ma katy 30 — 60 — 90 stopni. Zatem BD jest
wysokoécia tréjkata réownobocznego ABC o boku 2. Stad |BD| = /3.

e TAK,

e TAK,

e NIE.

4. W pewnym biurze gdy szef pisze list, wklada go do koperty i ktadzie na szczycie sterty dokumentéw
bedacych na biurku swojej sekretarki. Kiedy sekretarka ma wolng chwile, bierze list znajdujacy sie
na szczycie sterty i wysyla go dalej. Zalézmy, Ze szef napisal dzis pieé listéw i przynosil je sekretarce
w kopertach oznaczonych kolejno numerami 1, 2, 3, 4, 5. Ktory z ponizszych ukladéw moze opisywac

kolejnoéé, w ktorej sekretarka rozsytata dalej napisane przez szefa listy?

e TAK - w przypadku gdy sekretarka czeka na drugi list, przepisuje go, potem czeka na czwarty,
przepisuje go, bierze trzeci, przepisuje go, potem czeka na piaty, przepisuje go i potem bierze

pierwszy.

e NIE - niemozliwe. Sekretarka czeka na czwarty list, potem na piaty, a potem chcac przepisaé

drugi list musiataby najpierw przepisac¢ trzeci. Zatem podany uklad jest niemozliwy.

e TAK - oczywiste.

5. Na powierzchni jeziora znajdowala sie pitka (w ksztalcie kuli o promieniu r). Jezioro zamarzlo,
a pitke wyjeto (bez lamania lodu). Pozostala po niej dziura o maksymalnej glebokosci 8 cm i
maksymalnej szerokosci 24 cm. Wowczas:

......... 7 Wynosi 8\/§
......... 7 wynosi 16
......... r ma jedna z dwoch mozliwych wartosci.

Skoro kule wyjeto bez tamania lodu, to $rodek tej kuli musial znajdowaé sie nad powierzchnig

zamarznietej tafli wody. Zatem z Twierdzenia Pitagorasa mamy 122 + (r — 8)? = r2. Zatem r = 13..

e NIE,
e NIE,
e NIE.
6. Dany jest sze$cian. Kazda z jego $cian malujemy jednym z koloréw: bialym lub czarnym. Dwa

kolorowania szescianu, ktére sa identyczne po obrdceniu szeScianu uwazamy za jedno i to samo

kolorowanie. Ile jest mozliwych kolorowan?



Rozwazamy kolejne przypadki, tzn. ustalamy ile Scian ma by¢ kolorowanych na biato:

e 0 $cian - wéwcezas jest 1 kolorowanie (wszystko na czarno)

e 1 $ciana - wéwczas jest 1 kolorowanie

2 $ciany - wowcezas sa 2 kolorowania: albo Sciany maja wspélna krawedz, albo leza naprzeciw

siebie

3 Sciany - wowczas sg 2 kolorowania: albo $ciany maja wspélny wierzchotek, albo nie

4 §ciany - tak jakby$my rozpatrywali problem dla dwdéch czarnych - 2 kolorowania
e 5 $cian - tak jakbySmy rozpatrywali problem dla jednej czarnej - 1 kolorowanie

e 6 $cian - 1 kolorowanie
Zatem ostateczna odpowiedz to:

e TAK,
e NIE,

e NIE.



Test, dzien pierwszy, grupa starsza

1. Niech a,b € R, beda liczbami takimi, ze kazde z réwnan x? + ax + 2b = 0 oraz 2% + 2bx +a = 0
ma pierwiastki rzeczywiste. Wowczas najmniejsza mozliwa wartosé¢ sumy a + b wynosi:
......... wiecej niz 3
......... wiecej niz 5
......... wiecej niz 7
Ta wartosé wynosi 6. Ta wartos¢ wynosi 6. Pierwsze rownanie ma pierwiastki rzeczywiste, o ile
a? > 8b, za$ drugie — o ile 46> > 4a. Zatem mamy (a/2)? > 2b, czyli(a/2)* > 4a. Stad a* > 64a

czyli a® > 64. Stad minimalna warto$é a to 4. Zatem maksymalna warto$é b (na mocy drugiego

warunku) to 2.

e TAK,
e TAK,

o NIE.

2. Tle jest liczb calkowitych dodatnich n takich, ze n? — 19n + 99 jest kwadratem liczby calkowitej?

......... wiecej niz 5
......... mniej niz 3
......... dokladnie 5
Mamy (n? — 19n +99) = k? => (2n — 19)% + 35 = (2k)? => (2k + 2n — 19)(2k — 2n + 19) = 35.
Zatem mamy 4 rozwiazania: 1, 9, 10, 18.
e NIE,
e NIE,
o NIE.

3. Niech n bedzie liczbg catkowita taka, ze istnieje dokladnie jedna liczba catkowita k taka, ze

8 n e 4 .
5 <k < 13- Woéwcezas

Najwieksza taka liczba to 112. Mnozac ,na krzyz” i upraszczajac dostajemy nier6wnosé 7/8 > k/n >
6/7. Zatem szukamy najwiekszego n takiego, ze dokladnie jedna liczba k spelnia 48n < 56k < 49n.
Innymi stowy istnieje doktadnie jedna wielokrotno$é 56 w przedziale (48n,49n). Latwo widzieé, ze
dla n = 56 -2 beda 3 takie wielokrotnosci. Co wiecej dwie z nich beda na koncach przedzialu, a wiec

bedzie doktadnie jedno takie k. Dla n > 112 takich wielokrotnosci jest wiecej niz 1.



e TAK,

e TAK,

e NIE.
4. Dwie muchy startuja z tego samego punktu i leca, w tym samym tempie, w nastepujacych kierun-
kach. Mucha A leci 1 metr na p6inoc, potem 1 metr na wschdd, a pdézniej 1 metr w gore (lot jest
w 3 wymiarach). Nastepnie powtarza ten uklad. Mucha B leci natomiast 1 metr na poludnie, dalej

1 metr na zachdd, a poézniej powtarza ten sam ukltad. W ktérym kierunku leci kazda z much A i B

w momencie, gdy sg one od siebie oddalone o 10 metréw?

......... A na wschéd, B na zachéd
......... A na poélnoc, B na poludnie

......... A na poéinoc, B na zachod

Niech (x, y, z) oznacza polozenie muchy w przestrzeni tréjwymiarowej. Pozycja muchy A w momen-
cie zwrotu wynosi: (a, a,a), gdy leci na péinoc; (a+1, a, a), gdy leci na wschod oraz (a+1,a+1,a),
gdy leci do gory. Natomiast pozycja B to (—b,—b,0), gdy leci na poludnie oraz (—b — 1,—b,0),
gdy leci na zachod. Suma wspo6lrzednych (co do wartosci bezwzglednej) obydwu wspolrzednych w
A 1 B jest taka sama (bo leca w tym samym tempie). Nietrudno widzieé, ze gdy A = (3, 3,2) zas
B = (—4,—4,0), to odleglosc wynosi troche ponad 10, zas w poprzednim stanie: (3,2, 2),(—4, —3,0)
odleglosc ta jest mniejsza niz 10. Zatem gdy odleglosc wynosi 10 mucha A leci na wschod, zas B na
zachod.

e TAK,

e NIE,

e NIE.

5. Powiemy, ze liczba naturalna n jest p-bezpieczna, jesli rézni sie, co do wartosci bezwzglednej,
od wszystkich wielokrotnosci liczby p o wiecej niz 2. Na przyklad zbiér liczb 10-bezpiecznych to
{3,4,5,6,7,13,...}. Wéwczas

......... istnieje doktadnie jedna liczba n > 3, ktéra jest jednoczesnie 5-bezpieczna i 8-bezpieczna,
......... istnieje dokladnie jedna liczba n > 3, ktéra jest jednoczesnie 6-bezpieczna i 8-bezpieczna,

......... istnieje dokladnie jedna liczba n > 3, ktéra jest jednoczesnie 7-bezpieczna i 8-bezpieczna.

e NIE, bo nie ma liczb 5-bezpiecznych.
e NIE, bo jako kontrprzyktad stuzg liczby 51 i 99

e NIE, bo jako kontrprzyktad stuza liczby 59 i 115.

6. Ile liczb calkowitych z przedziatu [1, 2013] mozna przedstawié jako réznice kwadratéw dwoch liczb

catkowitych?

......... wiecej niz 1006



......... wiecej niz 1507

......... wiecej niz 2008

W postaci réznicy kwadratéw mozna przedstawié¢ dowolna liczbe nieparzysta 2n +1 = (n + 1 +
n)(n+1—n) = (n+ 1)? — n? oraz kazda liczbe podzielna przez 4, postaci 4n = (2n)? — 0. Gdyby
liczby postaci 4n + 2 byly postaci n? —m? = (n —m)(n +m), to liczby n-m, n+n nie moglyby by¢
jednoczesnie podzielne przez 2. A tymczasem dla dowolnych n, m liczby te maja te sama parzystos¢.
Zatem mozna w ten sposéb przedstawi¢ wszystkie liczby calkowite od 1 do 2013 poza liczbami 2,
6, ..., 2010, ktorych jest 503. Zatem 2013 - 503 = 1510 liczb mozna przedstawi¢ w postaci réznicy

kwadratéw.

e TAK,
e TAK,

o NIE.



Test, dzien drugi, grupa mtodsza

1. Zosia i Tosia umowily sie na kawe. Kazda z nich zakupito 120 ml czystej kawy w 150 ml kubeczku.
Zosia wypita 20 ml i dodata do reszty 20 ml mleka. Tosia natomiast dodata na poczatku 20 ml
mleka, dobrze wymieszata i wypita 20 ml tak uzyskanej kawy. Jaki jest w rezultacie stosunek ilosci

mleka w kawie Zosi do ilo$ci mleka w kawie Tosi?

Zosia miala ostatecznie 100ml czystej kawy i 20ml mleka, a wiec u niej stosunek ilosci mleka do
kawy to 20/120 = 1/6. Tosia na poczatku ma 20 ml mleka w 140 ml kawy. Skoro dobrze wymieszala
napdj, to stosunek sie nie zmienia. Zatem to dalej 20/140 = 1/7. Zatem odpowiedz to 7/6.

o NIE,

e TAK,

o NIE.

2. Niech z,y, z,n beda liczbami rzeczywistymi. Wowczas uktad réwnan o niewiadomych z,y, z

nr+y=1
ny+z=1
r+nz=1

......... moze nie mie¢ rozwiazan, dla pewnego n,
......... ma zawsze dokladnie jedno rozwiazanie zalezne od n,

......... dla pewnych n ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

e TAK, po dodaniu réwnan stronami dla n = - 1 dostajemy roéwnanie sprzeczne,
e NIE, zgodnie z punktem pierwszym,
e NIE, jesli n # —1, to rozwiazanie jest jedno i mozna je wyliczy¢.

3. Hipoteza Goldbacha méwi, ze kazda kazda liczba parzysta wieksza niz 7 jest suma dwoch réznych
liczb pierwszych. Jest ona prawdziwa m.in. dla liczby 126. Jaka jest najwieksza mozliwa réznica
dwdch liczb pierwszych (dodatnich), ktérych suma to 1267

......... wieksza niz 40

......... wieksza niz 70

......... wieksza niz 100
Roéznica ta to 100, a realizujg ja liczby 113 oraz 13. Wiadomo, ze jeden ze skladnikéw musi byc
nie wigkszy niz 126. Jesli skladnik jest wiekszy od 113, to drugi sktadnik jest mniejszy niz 13, a

wiec réwny: 3, 5, 7 lub 11. W kazdym z tych przypadkéw réznica nie jest jednak liczba pierwsza:
126 —3=123=3-41,126—-5=121=11-11,126—-7=119=7-17,126 — 11 = 115 =5 - 23.



e TAK,
e TAK,
e NIE.
4. Zbiér {18,19, 20,21, 22} ma dwie wlasnosci: sklada si¢ z kolejnych liczb naturalnych oraz suma jego
elementéw réwna jest 100. Ile podzbioréw liczb naturalnych ma te dwie wtasnosci?
......... doktadnie jeden
......... wiecej niz jeden
......... wiecej niz dwa
Sa dokladnie dwa takie zbiory. Drugim jest {9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16}. Dlaczego nie ma wiecej?
Latwo widzied, ze jesli taki zbiér ma n elementéw, to pierwszy z nich jest postaci (100 — 1 — 2 —
3—..—(n—1))/n. Dla n = 2 dostajemy 99/2, dla n = 3 dostajemy 97/3, dla n = 4 dostajemy
94/4, dla n = 5 mamy 90/5 = 18, dla n = 6 mamy 85/6, dla n = 7 mamy 79/7, dla n = 8 mamy
72/8 = 9. Dalej dla n = 9 mamy 64/9, dla n = 10 mamy 55/10 itd.
e NIE,
e TAK,

e NIE.

5. Warto$¢ wyrazenia réwna jest

s~ Vevi T v~ vievE T vas
......... mniej niz 1
......... doktadnie 2
......... wiecej niz 2

Rowna jest dokladnie 5. Wystarczy wyciaggnaé¢ niewymiernosci z mianownikow i otrzymamy wyra-

zenie postaci:

(VI+V8) — (VB+VT) + (VT +V6) — (V6 +V5) + (VE+V4) =3+2=5.

o NIE,
o NIE,

e TAK.
6. Ile dodatnich liczb catkowitych n ma te wlasnoéé, ze n? jest podzielna przez 24 oraz n? < 106?

......... wiecej niz 50
......... wiecej niz 100
......... mniej niz 80
Jest ich doktadnie 83. Skoro n? jest podzielna przez 24 = 23 - 3, to znaczy, ze samo n jest podzielne

przez 12. Pytamy ile jest wielokrotnosci liczby 12 mniejszych od 10007 Skoro 83 - 12 = 996, to jest
ich doktadnie 83.



e TAK,
e NIE,

o NIE.



Test, dzienn drugi, grupa starsza

1. Wspolrzedne wierzchotkéw A oraz C szeéciokata foremnego ABC DEF wynosza odpowiednio (0, 0)
oraz (7,1). ZnajdZ pole tego szesciokata.

Pole szukanego szesciokata jest dwukrotnie wieksze niz pole tréjkata réwnobocznego o boku dtugosci
V72412 = /50 = 5V/2.
e NIE,
o TAK

)

e NIE.

2. Niech n =69% +5-69* + 10693 + 10 - 69% + 5 - 69 + 1. Wéwezas:

......... liczba n ma nie wigcej niz 5 dzielnikow.
......... liczba n ma nie wigcej niz 50 dzielnikdw.

......... liczba n ma nie wiecej niz 100 dzielnikéw.
Korzystajac ze wzoru (x+1)° widzimy, ze n = 70° = 25.5%.7°. Zatem liczba dzielnikéw to 63 = 216.

e NIE,
e NIE,

e NIE.
3. Niech p > 5 bedzie liczba pierwsza. Wéwczas reszta z dzielenia liczby p? — 1 przez 24:

......... jest zawsze réwna 0,
......... jest rowna 0 dla nieskoniczenie wielu liczb pierwszych,
......... jest rowna 0 tylko dla skoniczenie wielu liczb pierwszych.
e TAK, bo kazda liczba pierwsza wicksza niz 5 jest postaci 6n+1 lub 6n—1. Zatem (6n+1)2—1 =

36n2 + 12n = 12n(3n + 1). Jesli n jest parzysta, to 12n jest podzielne przez 24, a jedli n jest

nieparzysta, to 3n + 1 jest podzielne przez 2. Drugi przypadek rozwaza sie analogicznie.
e TAK, wynika z punktu pierwszego,
e NIE, bo przeczy punktowi pierwszemu.
4. Zalézmy, ze a, b, ¢ sa liczbami caltkowitymi dodatnimi, przy czym a+b+c = 2013 oraz a!blc! = m-10™,

gdzie m, n sa liczbami calkowitymi dodatnimi i m nie jest podzielna przez 10. Jaka jest najmniejsza

mozliwa warto$¢ liczby n?



......... wiecej niz 450

......... wiecej niz 470

......... mniej niz 490
Szukamy poteg 10 w rozkladzie alblc!, a wigc potrzebujemy okresli¢ minimalng poteg 5, bo 2 wy-
stepuje czesciej niz 5 w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby al!blc!. Liczba czynnikow 5 w a! to
[a/5]+ [a/5%] + [a/5%] + [a/5%]. Wiadomo, ze [z]+ [y] + [2] = [z +y+ 2] — 2. Stad minimalng wartosé

n szacowaé¢ mozna z gory przez
[2013/5] + [2013/25] 4 [2013/125] + [2013/625] — 8 = 402 + 80 + 16 + 3 — 8 = 493
. Ta liczba moze byc osiagnieta biorac a = 624,b = 624, ¢ = 759.

e TAK,
e TAK,
e NIE.

. Powiemy, ze liczba n jest ogonem silni jedli istnieje liczba catkowita dodatnia m taka, ze rozwiniecie
dziesietne m! konczy sie dokladnie n zerami. Jak wiele liczb catkowitych dodatnich mniejszych niz
2013 nie jest ogonami silni?

......... mniej niz 300

......... mniej niz 400

......... mniej niz 500

Zauwazmy, ze liczby nie bedace ogonem silni powstaja wtedy, gdy pojawia sie wielokrotnosc 52, 53, ...
Istotnie 24! ma cztery zera, ale 25! ma szesc zer. Jesli dochodzi liczba niepodzielna przez 25, to liczba
zer rosnie o nie wiecej niz 1. Musimy wiec policzyc liczbe wielokrotnosci 25,125,625, 3125 itd, ktore
sa mniejsze niz xz, gdzie z! ma 2013 zer. Liczba r ma te wlasnosc, ze jest najmniejsza taka, ze
[x/5]+[z/25]4[x/125]+[x/625]+[z/3125] = 2013. Réwnanie 625x+125x+25x+5z+x = 2013-3125
ma rozwiazanie x = 8065. Co wiecej 1613 + 322 + 64 + 12 + 2 = 2013. Zatem ilosc wielokrotnosci
25 mniejszych od 8065 to 322, ilosc wielokrotnosci 125 to 64, ilosc wielokrotnosci 625 to 12, a ilosc
wielokrotnosci 3125 to 2. Szukana liczba ,,przeskokow” wynosi zatem 400. Stad 400 liczb mniejszych
niz 2013 nie jest ogonami silni.
o NIE,
e NIE,
o TAK.
6. Zalézmy, ze a,b,c oraz d sa liczbami calkowitymi dodatnimi takimi, ze a® = b%, 3 = d? oraz

¢ —a=19. Wowczas d — b réwne jest:

......... wiecej niz 100



......... wiecej niz 300
......... wiecej niz 500
Ta liczba to 757. Istotnie, skoro a® = b*, to a = e* oraz b = €®, dla pewnej liczby calkowitej e.
Podobnie ¢ = f2 praz d = 3, dla pewnej liczby catkowitej f. Zatem majac f2—e* mamy wyznaczy¢
f2—ed Ale f2—e* = (f+e2)(f —€?) = 19. Zatem f —e? = 1 oraz f+e? =19, czyli e = 3, f = 10.
Zatem f3 — e5 = 1000 — 243 = 757.
e TAK,
e TAK,

o TAK.



Test, dzien trzeci, grupa mlodsza

1. Liczba szesciocyfrowa powstaje przez powtorzenie zapisu dziesietnego liczby trzycyfrowej, dla przy-
ktadu 691691. Kazda liczba tej postaci jest:
......... podzielna przez 77
......... podzielna przez 91

......... podzielna przez 143
Ta liczba jest podzielna przez 1001 = 7-11 - 13.

o TAK,
e TAK,

e TAK.
2. Dane sa dwa czworosciany Ay, Ag, przy czym A; lezy wewnatrz As. Wynika stad, ze:

......... objetos¢ A; jest mniejsza niz objetosé As.
......... sfera opisana na A; jest zawarta wewnatrz sfery opisanej na A,.

......... suma krawedzi A; jest mniejsza niz suma krawedzi A,.

e TAK, to jest jasne.

e NIE, tatwo wskazaé¢ kontrprzyklad gdy Ap, As maja wspdlng $ciane.

e NIE, zalézmy, ze A ma w postawie tréjkat rownoboczny ABC' o boku 1, a krawedzie boczne
majg dhugoéé¢ 1000. Wierzchotki A; wybieram tak, aby dwa lezaly w odleglosci nie wiekszej
niz 1 od podstawy ABC czworoéciany A, za$ pozostate dwa leza w odlegloéci co najmniej

999. Latwo sprawdzié, ze suma krawedzi tak uzyskanego A; jest wieksza niz 3003.

3. Bierzemy dwie liczby pierwsze p < ¢ wigksze od 2 i rozwazamy réznice pomiedzy iloczynem, a sumg

tych liczb. Moze ona woéwczas wynosié

e NIE, pg—p—q=(p—1)(g—1)—1. Zatem (p—1)(¢g—1) = 22. Zatem p = 2,q = 23, co odpada
ze wzgledu na zalozenie zadania, lub p = 3,¢ = 12, co odpada, bo 12 nie jest liczba pierwsza.
Podobnie znajdujemy odpowiedz pozytywna w punkcie c.

e NIE, iloczyn nieparzystych liczb pierwszych jest nieparzysty, a suma — parzysta. Zatem roznica
musi by¢ nieparzysta.

e TAK, dlap=11,q = 13.



4. Niech p;1 < p2 < p3 < ps < ps beda liczbami pierwszymi takimi, ze
X =p2—p1 =p3— P2 =PpPs—P3 =DPs5 — Pa.
Woéwezas:
......... ciag ten musi zawieraé liczbe 5

......... X jest podzielne przez 5

......... najmniejsza mozliwa warto$¢ ps to 29.

e NIE, przyktadem jest ciag 7, 37, 67, 97, 127.

e NIE, przykladem jest ciag 5, 11, 17, 23, 29. (ale jesli mialby nie zawiera¢ 5, to odpowied? jest
TAK)
o TAK, ciag albo zawiera 5, albo jego réznica jest podzielna przez 5. Mozna tez sprawdzié

bezposrednio.

5. Istnieje taki graniastostup, ktérego liczba krawedzi jest réwna:

Liczba krawedzi graniastostupa jest podzielna przez 3. N

e TAK, kazdy graniastostup o podstawie 3%-kata,
e NIE, bo 5% nie dzieli sie przez 3,

e NIE, bo 100001 nie dzieli si¢ przez 3.

6. Dodatnie liczby a, b spelniaja warunek a + b = 1. Wynika z tego, ze:

e TAK. Zauwazmy, ze (a + b)? = 1, czyli a® + 2ab + b? = 1, zatem a? + b> = 1 — 2ab. Poniewaz
liczby a i b sa dodatnie, to 2ab > 0. Zatem a? + b% < 1.

e NIE. Przyjmujac a = b = 1/2 dostajemy /a + Vb > 1.

e TAK. Skoro a + b = 1 oraz liczby a, b sa dodatnie, to a < 1 oraz b < 1. Obie strony ostatnich

nieré6wnoéci sa dodatnie, zatem mnozac stronami dostajemy ab < 1.



Test, dzien trzeci, grupa starsza
1. Niech d = a® + b% + 2, gdzie a,b sa kolejnymi liczbami calkowitymi, zaé ¢ = ab. Wéwczas

......... Vd jest zawsze liczba calkowity nieparzysta
......... Vd jest zawsze liczba calkowity parzysta

......... Vd jest zawsze liczba catkowitg
Jesli a = b-1, to Vd = b(b — 1) + 1.

e TAK,
e NIE,

o TAK.

2. Na okregu umieszczono 2000 punktéw. Oznaczmy jeden z nich przez ,17. Od tego punktu, odli-
czamy dwa w kierunku wskazéwek zegara i oznaczamy uzyskany punkt przez ,,2”. Nastepnie odli-
czamy kolejne trzy punkty w kierunku wskazéwek zegara i oznaczamy tak otrzymany punkt przez
3. Kontynuujemy w ten sposéb az pewien punkt X zostanie oznaczony jako ,,1993”. Niektére z
poczatkowych 2000 punktéw zostang oznaczone wielokrotnie. Jaka jest najmniejsza liczba, ktora

oznaczono punkt X7
......... ta liczba jest wieksza niz 100
......... ta liczba jest wieksza niz 110
......... ta liczba jest wieksza niz 1992.
Oznaczenie 1993 pojawi sie w 1/2(1993)(1994)- miejscu mod 2000 (od poczatkowego ,,17). Numer n
pojawi sie zatem w punkcie X o ile 1/2(n)(n+1) = 1/2(1993)(1994)mod2000. Upraszczajac mamy
(1993)(1994) — n(n + 1) = (1993 — n)(1994 + n) = 0mod(2000). Zatem jedna z liczb 1993 — n lub
1994 + n jest nieparzysta oraz kazda z nich musi byc wielokrotnoscia 125 lub 16. Aby 1993 — n
bylo wielokrotnoscia 125 i aby 1994 4+ n bylo wielokrotnoscia 16 musimy miec n = 118(mod125)
oraz n = 6(modl6). Najmniejsze n, ktore pasuje to 118. Podobnie odwrotnie, jesli 1993 — n ma
byc wielokrotnoscia 16, zas 1994 + n ma byc wielokrotnoscia 125, wtedy n = 9(mod16) oraz n =
6(mod125). Najmniejsze n w tym przypadku jest zatem wieksze niz 118, wiec MIN - 118.
e TAK,
e TAK,
o NIE.
3. Miary katéw tréjkata tworza ciag arytmetyczny, zas dlugosci bokéw tego tréjkata wynosza 4,5, .
Woéwezas:
......... x moze by¢ réwny /21,

......... x moze by¢ réwny 2 + /13,



......... x moze by¢ rowny 2 + v/21.

Rozwiazanie. Katy w trojkatach tworza ciag arytmetyczny, a zatem jeden z nich to 60°. Sa zatem
trzy przypadki. Albo bok dlugosci 4 jest naprzeciw kata o mierze60° i z tw. cosinuséw mamy
22 =52+ 9 =0, albo bok dlugoéci 5 jest naprzeciw kata o mierze 60° i mamy réwnanie 22 — 4z — 9,
ktére ma jedno dodatnie rozwiazanie. Jesli bok dlugosci = jest naprzeciw 60°, to mamy rownanie
% = 21.

e TAK,

e TAK,

e NIE.
. Trojkat ABC wpisany jest w poétkole, ktérego srednice stanowi odcinek AB. Wéwczas:

......... |AC| + |BC| > |AB|,
......... |AC| + |BC| > |AB|V?2,
......... |AC| + |BC| = |AB|?.
Zauwazmy, ze kazdy taki tréjkat musi by¢ prostokatny, a najwigkszy obwod ma trdjkat prostokatny
réwnoramienny, w ktérym |AC| + |BC| = |AB|V2.
o TAK,
e NIE,
e NIE.
. 7 18225000 kostek rozmiaru 1 x 1 x 1 stworzono prostopadloscian rozmiaru 150 x 324 x 375. Przez

jak wiele wnetrz kostek 1 x 1 x 1 przechodzi gléwna przekatna prostopadlo$cianu (przez wnetrze

mamy na mysli punkt nie nalezacy do zadnej $ciany kostki).

Stosujemy zasade wlaczen i wylaczen: 768 = 150 + 324 + 375 - NWD(150,324) - NWD(150,375) -
NWD(324,375) + NWD(150, 324, 375).

o NIE,

o TAK,

e NIE.

. Okregi 51,559,535 o promieniach 1, 2, 3 sa parami styczne zewnetrznie. Jakie jest pole tréjkata

powstajacego z trzech punktow stycznosci odpowiednich par okregow?



Odpowiedz to 6/5. Trojkat ABC utworzony przez srodki okregdéw ma boki 3,4, 5 i pole 6. NiechD, E| F
leza na odpowiednio na bokach AB, BC, C'A tréjkata ABC. Znajdzmy pola trojkatow ADE, DFB, EFC.
Jest jasne, ze ADE to tréjkat o bokach 1,1,/2, wicc jego pole to 1/2. Rozwazmy wysokosci
poprowadzone z D oraz F do BC. Dostajemy trojkaty prostokatne podobne do ABC. Zatem
mozemy policzyé wysokosci DF B oraz EFC. Sa to 8/5 oraz 9/5. Zatem pole DEF réwne jest
6—1/2—27/10—16/10 = 6/5.

e NIE,
o NIE,

e NIE.



